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一种改进的基于密度的多目标进化算法
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　　摘　要：　多目标密度驱动进化算法（ＭＯＤｄＥＡ）利用非支配等级信息和分区密度信息求解多目标优化问题，该算
法在与其他多目标进化算法的比较中有着出色的表现．在其基础上本文提出了一种改进的多目标进化算法 ＭＯＤｄＥＡ
＋，首先在该算法中基于搜索空间的分区机制提出了克隆操作，该操作不但能在进化前期增强算法的全局搜索能力，
还能在进化后期提高算法的局部精化能力；其次引入一种基于Ｐａｒｅｔｏ信息表中个体支配及被支配信息的评价策略以
使对信息表个体的排序结果更加精确；最后对变异操作进行了改进以降低出现不必要越界情况的概率．为验证改进算
法的有效性，在对其进行分析的基础上针对多个测试问题将其与原算法进行了实验比较，结果表明改进算法的求解质

量明显优于原算法．
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１　引言
　　最优化问题是工业生产和科学研究中主要的问题
形式之一，当多个目标函数需要同时处理时，最优化问

题称为多目标优化问题（ＭＯＰｓ）．对于多目标优化问
题，通常一个解对于某个目标来说可能较好，而对于其

他目标来讲可能是较差的，因此多目标优化问题通常

求解一个折中解的集合，该集合称为Ｐａｒｅｔｏ最优解集．

多目标进化算法（ＭＯＥＡ）在每一代进化过程中精
炼种群的最优解来实现全局搜索，该类算法可以有效

的完成对多目标优化问题的Ｐａｒｅｔｏ最优解集的搜索．自
从１９８５年第１种多目标进化算法提出以来，ＭＯＥＡ已
发展成为求解 ＭＯＰｓ的主流方法之一；同时，ＭＯＥＡ也
已成为进化算法领域最热门的研究方向之一．以ＮＳＧＡ
ＩＩ［１］，ＳＰＥＡ２［２］，ＰＡＥＳ［３］，ＩＢＥＡ［４，５］，ＭＯＥＡ／Ｄ［６］等为代表
的ＭＯＥＡ算法在众多应用领域获得了广泛的应用．
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多目标密度驱动进化算法［７］（ＭＯＤｄＥＡ）克服了邻
域假设，并可以有效的处理不连通问题（ＴＹＤＭＯＰ）．该
算法将所有已生成过的解都存储在 ＢＳＰ树上，根据该
树存储的对搜索空间的分区信息，经过计算可以得到

搜索空间任一点的解密度信息；算法综合利用该密度

信息配合解的非支配信息选择交叉个体，然后利用多

样性变异算子和扩展算术交叉算子生成新的个体．实
验证明相比于已有的ＭＯＥＡ，ＭＯＤｄＥＡ不仅在处理不连
通问题时有着出众的表现，同时在处理连通问题时也

达到了高水准．
目前该算法主要在以下三个方面有待提高：

（１）算法在进化后期的局部精化能力有待改进．算
法ＭＯＤｄＥＡ的个体选择操作、变异操作、交叉操作都从
不同角度加强了算法在进化期间的全局多样化能力，

全局多样化的能力对于进化算法在进化过程中的全局

搜索有着至关重要的意义．但是由于搜索资源的有限
性，在进化过程的后期强调全局多样化的能力，将削弱

算法的局部精化能力，局部精化能力的不足将直接影

响算法求得解的精确度．因此有必要提高算法后期的
局部精化能力．

（２）非支配排序算法考虑的信息不够全面．算法
ＭＯＤｄＥＡ采用的非支配排序算法的核心思想计算每个
解ｐ支配的解数ｎｐ，及一个该解支配的解的集合 Ｓｐ，递
归的通过操作所有解的这两个变量计算出所有解的非

支配等级．这种算法可以高效的求解出一个解集合所
有解的非支配等级，但是在排序过程中该算法只考虑

该解支配解的情况，并没有考虑有多少解支配该解．这
种排序产生的结果并不能全面的反映解与解之间的支

配与被支配的关系．
（３）变异操作可能出现不必要的越界．ＭＯＤｄＥＡ中

的变异操作ＤＭ在选定变异维度ｐｄ后，生成步长的规则
如下：生成一个随机准步长，从准步长、上界原值、原
值下界中选择一个最小值，作为步长；随后从值与步长
之间生成一个高斯随机数作为变异维度上的最终值．
这种设置可以使变异操作在全局搜索与局部精化间相

互切换，保持算法在整个进化过程中的全局搜索能力．
但是由于一旦生成的准步长过大，即使选择上下界作

为步长也很容易出现越界的情况．
针对上述不足，本文进行三处改进，从而提出改进

算法ＭＯＤｄＥＡ＋：
（１）提出了一种克隆操作，并将其结合到该算法

中．由于该操作以ＢＳＰ树存储系统的分区机制为基础，
所以能够在进化前期增强算法的全局搜索能力，在进

化后期增强算法的局部精化能力，从而提高算法的求

解精度．
（２）针对非支配排序算法考虑的信息不够全面问

题，本文根据个体的粗适应度值（ｒａｗｆｉｔｎｅｓｓ）对进行排
序．在计算每个个体的粗适应度值的过程中充分考虑
了该个体支配与被支配的信息．因此这种方法所产生
的排序结果可以全面的反映解与解之间的支配关系．

（３）针对变异操作可能出现不必要的越界，对变异
操作进行改进，提出了一种新的越界处理策略．一旦随
机生成的准步长越界，不再将上下界与原值的差作为

备选步长，而是将越界的步长减去上下界与原值的差，

使越界的后的替换步长减小，降低变异操作越界的

概率．

２　问题描述
　　不失一般性，一个具有 ｎ个决策变量 ｍ个目标函
数的多目标优化问题（ＭＯＰ）可以定义为：
ｍｉｎＦ（ｘ）＝［ｆ１（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）］

Ｔ，ｆｏｒａｌｌｘ∈ＳＲｎ

其中，Ｓ是ｎ维决定空间（ｄｅｃｉｓｉｏｎｓｐａｃｅ）；Ｆ：Ｓ→ Ω属
于Ｒｍ包含ｍ个目标函数（ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｐｒｏｂｌｅｍｓ）；Ω是 ｍ
维目标空间（ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅ）．ＭＯＰ的目标函数之间通
常相互冲突，这种情况下往往不存在一个最优解满足

所有的目标函数．因此，ＭＯＰ的最优解并不是一个解，
而是一个解集，相关定义如下．
　　定义 ｌ　Ｐａｒｅｔｏ强支配：设 ｕ，ｖ∈Ω，对于一个最小
化问题，当且仅当ｕｉ＜ｖｉ对 ｉ＝１，２，…，ｍ，称 ｕＰａｒｅｔｏ强
支配ｖ．
　　定义２　Ｐａｒｅｔｏ最优解：对于上述多目标优化问题
的解集Ｐ，对解集中的一点ｘ０∈Ｐ，如果ｘ０不被Ｐ中的其
他点ｘ∈Ｐ所强支配的话，则称 ｘ０为 Ｐ的 Ｐａｒｅｔｏ最优解
（Ｐａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ）．
　　定义３　Ｐａｒｅｔｏ最优解集：所有 Ｐａｒｅｔｏ最优解的集
合称为解集Ｐ的Ｐａｒｅｔｏ最优解集（Ｐａｒｅｔｏｓｅｔ，ＰＳ）．
　　定义４　Ｐａｒｅｔｏ最优向量：解集 Ｐ的 Ｐａｒｅｔｏ最优解
集在目标空间的映射称为解集 Ｐ的 Ｐａｒｅｔｏ最优向量
（Ｐａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｖｅｃｔｏｒ）．
　　定义５　Ｐａｒｅｔｏ最优前沿：所有 Ｐａｒｅｔｏ最优向量的
集合称为解集Ｐ的Ｐａｒｅｔｏ最优前沿（Ｐａｒｅｔｏｆｒｏｎｔ，ＰＦ）．

３　相关工作
　　ＭＯＥＡ的目标是找到一个对应的解向量集接近、密
集并且均匀的分布于实际Ｐａｒｅｔｏ最优前沿的逼近前沿．
这就要求ＭＯＥＡ在进化过程中既需要不断的精化已存
在的优秀解，同时还必须在搜索空间中搜索新的解．受
限于进化次数，好的 ＭＯＥＡ应该在精化已有解与搜索
新解这两项工作之间得到理想的平衡．为了实现这一
平衡，大多数 ＭＯＥＡ都在个体选择的过程中兼顾局部
收敛及全局多样化．

根据 ＭＯＥＡ采用的基本思想的不同，大致可以分

２７０１
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为以下四类：基于 Ｐａｒｅｔｏ占优关系的 ＭＯＥＡ；基于评估
指标的ＭＯＥＡ；基于分解技术的ＭＯＥＡ和基于运行过程
中历史信息的ＭＯＥＡ算法．

４　改进的ＭＯＤｄＥＡ
　　针对算法 ＭＯＤｄＥＡ的三处不足，本节提出的三处
改进，并提出改进算法．本小节将详述这三处改进与算
法ＭＯＤｄＥＡ＋的算法描述．
４１　变异克隆算子

算法ＭＯＤｄＥＡ所提到的多样变异算子和扩展的算
术交叉算子，在进化过程中都在全局搜索与局部精化

之间随机变动．但是在整个的进化的过程中，尤其是进
化后期，局部精化比全局搜索更能提高求解精度．本文
在使用原有交叉变异操作的基础上，提出一种新的操

作称为克隆操作．
该操作以ＢＳＰ树结构存储的搜索空间分区信息为

基础，每轮进化在种群的优秀个体的子区域内随机生

成一个新的个体．由于搜索空间整体的超体积不变，
ＢＳＰ树结构的分区数量随着进化的进行逐渐增加，因此
分区的平均超体积在进化过程中由大到小递减．进化
前期，在较大的区域进行克隆操作可以增强算法的全

局搜索能力；进化后期，在较小的区域进行克隆操作可

以提高搜索的局部精化能力．
具体操作如下：对每一个本代优秀个体ｍ＝ｐｏｐｕｌａ

ｔｉｏｎｓｉｚｅ，ｐｉ属于Ｐ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，在交叉变异生成新
一代的同时．在 ＢＳＰ树存储系统搜索 ｐｉ的区域，并在该
区域内随机生成一个ｐｉ的克隆解ｃｉ，得到Ｐ的克隆解集
Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ｝，并将插入 ＢＳＰ树存储系统．将 Ｃ与
Ｎ一同加入到ＰＩＬ中，更新ＰＩＬ．

具体的变异克隆算子算法描述如算法１．

算法１　Ｃｌｏｎｅ

Ｉｎｐｕｔ：（１）ｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅＳ＝∏
ｎ

ｉ＝１
［Ｌｉ，Ｕｉ］Ｒｎ，

（２）ｐａｒｅｎｔｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｐ＝［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］∈Ｓ，
（３）ｔｈｅＢＳＰｔｒｅｅＴ，

Ｏｕｔｐｕｔ：ＣｌｏｎｉｎｇＭｕｔａｔｉｏｎｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｃｏｆｐ
Ｂｅｇｉｎ
Ｓｅａｒｃｈｈ（ｐ）：ｔｈｅｓｕｂｒｅｇｉｏｎｏｆｐｆｒｏｍＴ
Ｆｏｒｉ＝１ｔｏｎ
ｃｉ＝Ｒａｎｄｏｍ（ｈ（ｐ）［ｉ］［０］，ｈ（ｐ）［ｉ］［１］）

Ｎｅｘｔ
ｃ＝［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ］
Ｅｎｄ

其中函数Ｒａｎｄｏｍ（ａ，ｂ）是在实数 ａ、ｂ之间生成一
个随机数．实际上，克隆算子所做的对上一代所选出的
种群进行操作：对每一个种群中的个体，从 ＢＳＰ树系统
中搜索该个体所在的子区域，并在该区域内随机生成

一个新的个体，并将该个体插入到 ＢＳＰ树系统．由于在

进化过程中，ＢＳＰ树系统中的子区域由少到多，整个的
区域的超体积是不变化的，易见在进化过程中子区域

的超体积是一个由小到大的过程，克隆操作所做的操

作针对本代种群所做的操作在进化前期由于子区域的

超体积相对较大，使用克隆算子可以增强算法的全局

搜索能力；而在进化后期，由于子区域已经变小，对优秀

解进行克隆操作可以精炼这些优秀解，增加算法的局

部精化能力．
４２　ＰＩＬ的支配关系排序方法

ＰＩＬ表结构是算法 ＭＯＤｄＥＡ＋维护的一个外部集
合，该表保存进化过程中产生的优秀个体，避免个体选

择的随机性丢失这些个体．在进化过程中每当有新的
个体产生时，算法ＭＯＤｄＥＡ＋都要都要将这些个体并入
ＰＩＬ中然后与 ＰＩＬ中原有的个体重新根据支配关系排
序．上文提到算法 ＭＯＤｄＥＡ采用的非支配排序方法考
虑的信息不够全面，下面将介绍算法ＭＯＤｄＥＡ＋采用的
支配关系排序方法．

排序方法如下：

（１）计算所有解支配的个体数，即力度（ｓｔｒｅｎｇｔｈ）
值，公式如下：

ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｉ）＝ ｛ｊ｜ｊ∈ＰＩＬ∧ｉｊ｝
其中，表示支配关系；

（２）根据力度值，计算所有解的粗适应度值，如下：

ｒａｗｆｉｔｎｅｓｓ（ｉ）＝ ∑
ｊ∈ＰＩＬ，ｊｉ

ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｊ）

（３）按ｒａｗｆｉｔｎｅｓｓ（ｉ）从小到大对所有个体排序，值
相同的为一级．

易见，与算法 ＭＯＤｄＥＡ采用的非支配排序算法不
同，算法ＭＯＤｄＥＡ＋根据个体的粗适应度值进行的排
序．个体的粗适应度值不仅考虑了个体支配个体的数
量信息，同时也考虑了支配该个体的个体的数量信息，

全面的考虑这两种信息可以更全面的产生排序结果．
根据粗适应度值排序产生的排序结果可以更全面的反

映个体间支配的优先关系．
４３　改进的多样变异算子

针对变异操作可能出现不必要的越界问题，本小

节对变异操作如下改进：一旦随机生成的准步长越界，

不再将上下界与原值的差作为备选步长，而是将越界

的步长减去上下界与原值的差，使越界的步长减小．
处理过程如下：

（１）首先给定父代ｐ＝［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］；将子代 ｏ初
始化为ｐ，即ｏ＝ｐ．

（２）从｛１，２，…，ｎ｝中随机生成一个变异维度ｄ；
（３）从［０，Ｕｄ－Ｌｄ］随机生成步长标准差 ｒ，当 ｒ＞

ｍａｘ（ｐｄ－Ｌｄ，Ｕｄ－ｐｄ）时，ｒ＝ｒｍａｘ（ｐｄ－Ｌｄ，Ｕｄ－ｐｄ）．
（４）最后在 ｐｄ与 ｒ之间生成一个高斯随机数，将子
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代ｄ维度替换为该随机数，完成多样变异．
改进后的多样化变异算法如算法２．

算法２　ＤｉｖｅｒｓｉｆｉｅｄＭｕｔａｔｉｏｎ

Ｉｎｐｕｔ：（１）ｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅＳ＝∏
ｎ

ｉ＝１
［Ｌｉ，Ｕｉ］Ｒｎ

（２）ｐａｒｅｎｔｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｐ＝［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］∈Ｓ
Ｏｕｔｐｕｔ：Ｏｆｆｓｐｒｉｎｇｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｏｏｆｐｕｎｄｅｒｄｉｖｅｒｓｉｆｉｅｄｍｕｔａｔｉｏｎｂｏｕｎｄ
Ｂｅｇｉｎ
Ｓｅｌｅｃｔｔｈｅｍｕｔａｔｉｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ
ｄ：＝Ｒａｎｄｏｍ（｛１，２，…，ｎ｝）
ｒ＝Ｒａｎｄｏｍ（（０，Ｕｄ－Ｌｄ））
Ｉｆｒ＞ｍａｘ（ｐｄ－Ｌｄ，Ｕｄ－ｐｄ）

ｔｈｅｎｒ＝ｒｍａｘ（ｐｄ－Ｌｄ，Ｕｄ－ｐｄ）
ｍ：＝ＧａｕｓｓｉａｎＲａｎｄｏｍ（ｐｄ，ｒ）
ｗｈｉｌｅ（ｍ［Ｌｄ，Ｕｄ］）｛

ｔｈｅｎｒ＝ｒｍａｘ（ｐｄ－Ｌｄ，Ｕｄ－ｐｄ）
ｍ：＝ＧａｕｓｓｉａｎＲａｎｄｏｍ（ｐｄ，ｒ）｝

ｏ：＝［ｏ１，ｏ２，…，ｏｎ］ｗｈｅｒｅ

ｏｊ＝
ｍ， ｉｆｊ＝ｄ
ｐｊ，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

Ｅｎｄ

其中函数ＧａｕｓｓｉａｎＲａｎｄｏｍ（ａ，ｂ）是在实数ａ、ｂ之间
生成一个高斯随机数．尽管只是在步长越界的替换策
略做了改进，但是这种处理方式首先保证了变异操作

在进化过程中仍然可以在全局搜索与局部精化随机切

换；其次，易见算法只会在准步长越界之后出现步长越

界情况，降低准步长越界后替换准步长的上界可以有

效的降低步长越界的概率，减少不必要的资源浪费．
４４　主循环

算法ＭＯＤｄＥＡ＋主要由进化算法模块和存储器模
块两部分组成．

进化算法模块包括：多样化变异操作（ＤＭ）、扩展
的算术交叉操作（ＥＡＸ）、克隆操作（Ｃｌｏｎｅ）和个体选择
操作（ＳＤＰＤ）．

（１）经典的变异算子的步长由大到小，使算法在进
化过程中从前期的扩张到后期的收敛；ＤＭ在一定范围
内随机生成步长，使在算法进化过程中在扩张与收敛

之间随机切换，算法在进化后期收敛的同时兼顾扩张．
（２）经典的交叉算子的交叉权重从０到１取值，使

子代相较于父代越来越收敛，影响了算法后期的收敛

能力；ＥＡＸ的交叉权重从 －１到２取值，使算法在进化
过程中都可以在扩张和收敛之间相互切换．

（３）经典的个体选择操作仅在目标空间根据当前
代的解信息估计解密度，并且一旦Ｐａｒｅｔｏ最优解集超过
种群容量就将舍弃一部分，浪费这部分搜索到的优秀

解；ＳＤＰＤ根据所有以生成解得信息在搜索空间估计解
密度，并且将超过种群容量的解存储在 ＰＩＬ中，供下一
代继续使用．

（４）ＤＣ的作用是在进化过程的前期增强扩张，后

期针对已选出的优秀解，加强收敛能力．
存储器模块包括：ＢＳＰ树结构和 ＰＩＬ表结构．ＢＳＰ

树结构存储着进化过程中已生成的所有解的空间分割

信息，根据空间分割信息中可以求得决定空间任意一

点的解密度．ＰＩＬ表结构存储着进化过程中已经生成的
优秀解，并按非支配等级排序，该结构可以保证生成的

优秀解不会因为选择配对池（ｍａｔｉｎｇｐｏｏｌ）的随机性而
丢失．

本算法的处理过程如下：

（１）进行一系列的初始化工作：首先，随机生成一
个种群Ｐ；然后，将ＢＳＰ树初始化为一棵只含根节点的
树；最后，将ＰＩＬ初始化为一个空表；（２）算法调用用交
叉变异算子生成子代；（３）算法调用用克隆算子生成克
隆代；（４）将子代和克隆代存入 ＢＳＰ树，并且更新 ＰＩＬ；
（５）算法调用ＩＳＤＰＤ从ＰＩＬ中选取个解；（６）重复２、３、４
和５直至迭代次数足够．

算法３　ＭａｉｎＬｏｏｐ
Ｉｎｐｕｔ：１）ＭＯＰＦ＝｛ｆｉ（．）｝

２）ｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅＳ
３）ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓｉｚｅμ
４）ｎｕｍｂｅｒｏｆｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｓＮｇ

Ｏｕｔｐｕｔ：ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｓｅｔｆｏｕｎｄｂｙＭＯＤｄＥＡ＋
Ｂｅｇｉｎ
ＩｎｉｔｉａｌｉｚｅｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｐｏｐｕｌａｔｉｏｎＰ＝｛ｘｉ｝ｉ＝１，２，…，μ
ｗｈｅｒｅｘｉ∈Ｓ
ＩｎｉｔｉａｌｉｚｅＢＳＰｔｒｅｅＴｔｏｃｏｎｓｉｓｔｏｆａｒｏｏｔｎｏｄｅｏｎｌｙ
ＰｒｅｓｅｔＰＩＬΨｔｏａｎｅｍｐｔｙｌｉｓｔ
Ｆｏｒｉ：＝１ｔｏμ

ＢＳＰＴｒｅｅＮｏｄｅＩｎｓｅｒｔ（ｘｉ，Ｔ）
Ｎｅｘｔｉ
Ψ：＝Ｐ
Ｆｏｒｇ：＝２ｔｏＮｇ

Ｆｏｒｉ：＝１ｔｏμ
ｍｉ：＝ＤｉｖｅｒｓｉｆｉｅｄＭｕｔａｔｉｏｎ（Ｓ，ｘｉ）

Ｎｅｘｔｉ
Ｆｏｒｉ：＝１ｔｏμ

ａ：＝Ｒａｎｄｏｍ（｛ｍｉ｝）
ｂ：＝Ｒａｎｄｏｍ（｛ｍｉ｜ｍｉ！＝ａ｝）
ｎｉ＝ＥｘｔｅｎｄｅｄＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃＣｒｏｓｓｏｖｅｒ（Ｓ，｛ａ，ｂ｝）

Ｎｅｘｔｉ
Ｆｏｒｉ：＝１ｔｏμ

ｃｉ：＝Ｃｌｏｎｅ（Ｓ，ｘｉ）
Ｎｅｘｔｉ
Ｆｏｒｉ：＝１ｔｏμ

ＢＳＰＴｒｅｅＮｏｄｅＩｎｓｅｒｔ（ｎｉ，Ｔ）
ＢＳＰＴｒｅｅＮｏｄｅＩｎｓｅｒｔ（ｃｉ，Ｔ）

Ｎｅｘｔｉ
Ψ：＝ＰＩＬＵｐｄａｔｅ（Ψ∪Ｎ∪Ｃ）
Ｐ：＝ＳＤＰＤ（Ψ，Ｔ，μ）

Ｎｅｘｔｇ
Ｅｎｄ

其中函数 ＢＳＰＴｒｅｅＮｏｄｅＩｎｓｅｒｔ（ｘｉ，Ｔ）是将个体 ｘｉ插
入到ＢＳＰ树Ｔ中，并为该个体划分出新区域；函数 Ｅｘ
ｔｅｎｄｅｄＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃＣｒｏｓｓｏｖｅｒ（Ｓ，｛ａ，ｂ｝）是在搜索空间 Ｓ
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中，对个体ａ，ｂ进行算术扩展交叉操作；函数ＰＩＬＵｐｄａｔｅ
（Ψ∪Ｎ∪Ｃ）是将集合Ψ∪Ｎ∪Ｃ加入到 ＰＩＬ表中，并对
表进行更新和如果成员个数超过规定容量则调用表的

截断操作；函数ＳＤＰＤ（Ψ，Ｔ，μ）的功能是根据 ＢＳＰ树 Ｔ
中的信息从种群 Ψ中选出 μ个个体．与本文没有详述
的部分与算法ＭＯＤｄＥＡ一致，详细内容参考文献［７］．
４５　复杂度分析

计算算法ＭＯＤｄＥＡ＋每一轮迭代的复杂度需要考
虑以下基本操作：

（１）将产生的ｕ个后代个体插入 ＢＳＰ树系统；（２）
根据产生的ｕ个后代个体更新 ＰＩＬ表系统；（３）在运行
ＳＤＰＤ过程中搜索ＰＩＬ表中的子区域；（４）ＳＤＰＤ的概率
选择模式；（５）运行克隆算子过程中搜索上一代种群的
子区域；

设已经产生的解的数量为ｎｅ，种群容量为ｕ，ＰＩＬ表
长为ｎｐ，目标数为Ｍ．基本操作１的算法复杂度为 Ｏ（ｕ
ｌｏｇ（ｎｅ））．

在基本操作１，对所有个体的粗适应度值排序，ｕ个
个体的目标向量的为得到非支配等级所做的比较是 ｕ２

Ｍ．在基本操作２中，ｕ个解每个解都要与ＰＩＬ表中的解
进行一次比较，额外需要 ｎｐｕ

２Ｍ．基本操作２的时间复
杂度Ｏ（ｕ（ｕ＋ｎｐ）Ｍ）．

因为后代个体的子区域在基本操作１中已经获得，
所以基本操作３与基本操作５不需要额外的操作．

基本操作４的平均时间复杂度为Ｏ（ｕｌｏｇ（ｎｐ））．一
种合理的估计是设ｎｐ≈１０ｕ．因此，基本操作２和基本操
作４的时间复杂度分别是 Ｏ（１１ｕ２Ｍ）和 Ｏ（（ｕｌｏｇ
（１０ｕ））．因此算法ＭＯＤｄＥＡ＋的时间复杂度为Ｏ（ｕｌｏｇ
（ｎｅ）＋ｕ

２Ｍ）．

５　仿真实验
　　由于算法ＭＯＤｄＥＡ与已有的大部分进化算法已经
进行了实验比较分析，结果表明在绝大部分测试问题

上算法ＭＯＤｄＥＡ明显优于其他相比较的算法［７］．因此，
本文在实验部分只将提出的算法与算法 ＭＯＤｄＥＡ进行
比较分析．为了评价算法的有效性，本文采用 ＩＧＤ［１０］作
为评估指标．ＩＧＤ（ＰＡ，Ｐ′）可以计算所得解集 ＰＡ与最优
解集Ｐ′之间的距离，从而反映两种算法的求解效果．

ＩＧＤ（ＰＡ，Ｐ′）＝
１
｜Ｐ′｜∑ｖ∈Ｐ′ｄ（ｖ，ＰＡ）

测试的两种算法均为少参数算法，可设置的参数

只有种群规模（ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓｉｚｅ），在测试中两个算法的种
群规模与文献［７］相同均设置为１０．
５１　测试问题

在实验过程中，本文采用３类问题作将提出的算法
与算法 ＭＯＤｄＥＡ进行比较实验：文献［１］中提出的
ＴＤＹ１ＴＤＹ６；文献［８］中提出的 ＺＤＴ１ＺＤＴ４，ＺＤＴ６；文献
［９］中提出的 ＵｃＰ１ＵｃＰ１０．从中选取有代表性的１０个
问题作为本文的测试问题：ＴＹＤ０１，ＴＹＤ０２，ＴＹＤ０５，
ＺＤＴ１，ＺＤＴ２，ＺＤＴ６，ＣＥＣ０２，ＣＥＣ０３，ＣＥＣ０４，ＣＥＣ０５．

为与算法ＭＯＤｄＥＡ保持一致，本文的关于问题的参
数设置与终止条件与文献［７］相同．ＴＹＤ０１，ＴＹＤ０２，
ＴＹＤ０５问题的维度为３０，适应度进化次数设定为３００００．
ＺＤＴ１，ＺＤＴ２问题的维度为３０，ＺＤＴ６问题的维度为１０，适
应度进化次数都设定为３００００．每一个问题都独立运行
１００次，统计其运行结果．ＣＥＣ０２，ＣＥＣ０３，ＣＥＣ０４，ＣＥＣ０５
问题的维度为３０，适应度进化次数设定为３０００００．每一
个问题都独立运行３０次，统计其运行结果．
５２　ＩＧＤ值比较

将两个算法算法在３类的１０个测试问题中进行实
验测试，对测试结果的 ＩＧＤ值进行比较．表１给出了两
个算法在所有问题上所得实验结果的最大值、最小值

和均值，加粗字体显示的是两算法中较小的数据．图１
给出了１０个问题中具有代表性的６个问题（每类２个）
实验结果的盒子图．

表１　两种算法针对１０个问题ＩＧＤ值对比（最大／最小／均值（标准差））

问题 ＭＯＤｄＥＡ ＭＯＤｄＥＡ＋

ＺＤＴ１ ４．２６６ｅ３／２．９１２ｅ３／３．６０３ｅ３（９．６５６ｅ４） ４．７１１ｅ３／２．５０３ｅ３／３．４０７ｅ３（７．５８９ｅ４）

ＺＤＴ２ ３．９７２ｅ３／１．６６７ｅ３／２．８３６ｅ３（８．０３６ｅ４） ３．３７５ｅ３／１．８５６ｅ３／２．４６８ｅ３（５．７５３ｅ４）

ＺＤＴ６ ２．５６０ｅ４／１．９５５ｅ４／２．２００ｅ４（４．０２６ｅ５） ２．７０８ｅ４／１．４０９ｅ４／２．０２０ｅ４（２．０９８ｅ５）

ＣＥＣ０２ ８．６４９ｅ３／６．５１２ｅ３／７．１８９ｅ３（４．６６６ｅ３） ７．８６０ｅ３／５．９０１ｅ３／７．０１５ｅ３（４．４２３ｅ３）

ＣＥＣ０３ ７．７７７ｅ２／６．３６７ｅ２／７．０８３ｅ２（５．４６７ｅ３） ６．９４３ｅ２／５．６７８ｅ２／６．３２１ｅ２（３．６９１ｅ３）

ＣＥＣ０４ ３．１６３ｅ２／２．８１５ｅ２／３．０１６ｅ２（５．３２６ｅ３） ３．２３９ｅ２／２．７１２ｅ２／２．９４７ｅ２（６．０２０ｅ３）

ＣＥＣ０５ １．７８６ｅ１／１．２１８ｅ１／１．４８０ｅ１（１．８６４ｅ２） １．６５６ｅ１／１．０５３ｅ１／１．３６６ｅ１（２．２０９ｅ２）

ＴＹＤ０１ ５．４５９ｅ３／１．６１４ｅ３／２．８９２ｅ３（３．２０６ｅ３） ５．５１１ｅ３／１．１８８ｅ３／２．４９１ｅ３（３．０４７ｅ３）

ＴＹＤ０２ ７．２７９ｅ２／４．４８６ｅ２／５．６１１ｅ２（８．４７７ｅ３） ５．６５１ｅ２／３．４５４ｅ２／４．１７９ｅ２（７．１７０ｅ３）

ＴＹＤ０５ １．９３２ｅ２／７．１８３ｅ３／１．１７８ｅ２（４．４８９ｅ３） １．４１１ｅ２／３．８７７ｅ３／８．１３０ｅ３（３．１３１ｅ３）
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　　从表中易见算法ＭＯＤｄＥＡ＋在是１０个测试问题中
的 ＩＧＤ平均值都好于算法 ＭＯＤｄＥＡ．因此认为算法
ＭＯＤｄＥＡ＋比算法 ＭＯＤｄＥＡ有更好的收敛能力，可以
看做是增加了克隆算子的结果．在问题 ＺＤＴ１、ＣＥＣ０２、
ＣＥＣ０３、ＣＥＣ０５、ＴＹＤ０２和 ＴＹＤ０５中算法 ＭＯＤｄＥＡ＋的
ＩＧＤ最大值、最小值和平均值均小于算法 ＭＯＤｄＥＡ，其
他４个问题也至少有两个值小于，因此可以认为算法
ＭＯＤｄＥＡ＋相比算法 ＭＯＤｄＥＡ有更好的稳定性．同样
如表２所示，算法 ＭＯＤｄＥＡ＋所求解集的 ＩＧＤ值的各
统计量比算法 ＭＯＤｄＥＡ的相应值更优，所以认为算法

ＭＯＤｄＥＡ＋比算法 ＭＯＤｄＥＡ更有效．两个算法的稳定
性在图１中得到进一步的显示，图中选取了１０个问题
中具有代表性的３类６个问题，明确显示了两个算法的
ＩＧＤ值分布图．它给出了两种算法的 ＩＧＤ值分布，包括
最小观察值、低四分位值、中位值、高四分位值、

最大观察值和平均值．易见算法 ＭＯＤｄＥＡ＋在所
显示问题上 ＩＧＤ值的显著优越性．产生这种优势的原
因是：克隆算子的加入增强了算法后期的收敛能力与

前期的探索能力，整体上提高了算法的寻优能力；更新

的非支配排序策略提高了算法的求解效率．

５３　收敛性比较
收敛性是进化算法的一个重要特征，当算法收敛

后其各个性能指标都将趋于稳定．随着迭代次数的积

累到一定程度，算法都将会收敛于某一处．为了客观地
评价本文中提出的新算法在收敛后的各种性能，本小

节通过 ＩＧＤ指标值来分析算法的收敛性，最终获取新
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算法在代表测试用例上的最大迭代次数（或最大评估

次数）．在收敛性分析中，本小节选取２个算法算法对
于３类的１０个测试问题中具有代表性的６个问题（每
类２个）进行收敛性比较和分析．在迭代过程中每隔一
定的代数，计算其运行结果的 ＩＧＤ值．图２给出了两种
算法在规定的迭代次数内ＩＧＤ值的变化情况．

６个问题中算法ＭＯＤｄＥＡ＋均比算法ＭＯＤｄＥＡ收敛
到了一个更低的ＩＧＤ值上，说明算法ＭＯＤｄＥＡ＋有更好
的收敛能力．除问题ＺＤＴ６外，两种算法均在２５（１０００
迭代）左右收敛，问题ＺＤＴ６的ＩＧＤ值已经降到１０ｅ４的
数量级上，可以视为已经收敛．除问题ＣＥＣ５之外的５个
问题，算法ＭＯＤｄＥＡ＋的ＩＧＤ值基本一直处于优势地位．
因此可以认为算法 ＭＯＤｄＥＡ＋相比算法 ＭＯＤｄＥＡ更加
有效．主要原因是算法ＭＯＤｄＥＡ＋在算法ＭＯＤｄＥＡ的基
础上加入克隆算子，提高了收敛能力．

６　结语
　　针对ＭＯＤｄＥＡ存在的三处不足，本文针对ＭＯＤｄＥＡ
进行了三处改进，并提算法ＭＯＤｄＥＡ＋．针对算法后期缺
乏收敛能力的问题，提出一种新的算子称为变异克隆算

子．针对非支配排序算法求解效率问题，引入的粗适应度
值，求出所有解的粗适应度值后，按粗适应度值排序．针
对变异操作可能出现的越界问题，修改参数，降低出现越

界的可能性．根据实验结果可以发现，相比算法 ＭＯＤｄ
ＥＡ，算法ＭＯＤｄＥＡ＋有着更好的求解精度，更快速的收
敛到更精确的位置．由ＢＳＰ树结构带来的时间空间资源
的消耗过多，是下一步要解决的问题．
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